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重要参数，是完成序列恢复、扩频码捕获、信息解

密、流密码攻击等后续课题的基础。因此，如何在

接收序列有限和误码条件下，正确估计序列生成多

项式具有重要意义，多项式估计已成为序列分析中

的重要研究领域。

国内外相关文献对此问题进行了探讨。文献[2]

提出了经典的 BM算法，该算法是一种迭代算法，

迭代多项式阶数的 2倍次即能估计出多项式系数，
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Abstract: The issues of insufficient effic iency and poor error-tolerance of current high-order polynomial estimation me-

thods under error conditions were stud ied. By combining the iterative berlekamp-massey(BM) algorithm in GF(2) and the 

improved Chase algorithm, a novel algorithm based on reliab ility accumulation was proposed. The sequence soft infor-

mation was mapped to sequence reliability as the input information of BM algorithm, and the corresponding output relia-

bility of estimated polynomial was accumulated as the rule of correct polynomial. In order to improve the estimation pre-

cision, the candidate reliability-accumulated polynomial set were reduced by the characteristics of primitive polynomial 

in GF(2). The simulation results show that the proposed method is irrelevant with the tapped number of      ator poly-

nomial, and has a good estimation performance to estimate 17-order polynomials when the sequence BER is 18%.
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1  引言

伪随机（PN）序列具有抗干扰能力强、低截获、

保密性能好等优点，在扩频通信（WCDMA、

cdma2000等）、测距导航、目标探测、密码学等领

域都有广泛的应用[1]。伪随机序列分为线性和非线

性序列，m序列是目前序列研究中最为完备、使用

最为广泛的一种线性序列。m序列生成多项式是其
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算法效率高运算速度快，但容错性能差，不能适应

误码情况。文献[3~5]提出了欧几里德算法、连分式

算法和格基约化算法等高效算法，这类算法与 BM

算法为等价关系，均有运算速度快、容错性能差的

特点。文献[6]提出了有限域变换的方法，通过寻找

多项式有限域上根的分布进行多项式估计，但该方

法仅适用于低阶多项式，且抗误码能力不足。文献

[7]运用Walsh变换法估计多项式，是一类快速解方

程算法，但该方法受制于多项式抽头的个数，容错

能力有限。文献[8]提出高阶统计测定算法，并利用

概率分析方法精确估计，该类方法利用了 m序列良

好的自相关性，具有一定的抗误码能力，但其运算

复杂度较高，估计高阶多项式时精度较差。文献

[9,10]运用 m序列与 BCH码、卷积码的内在关系，

对接收序列译码后进行估计，具有较强的抗误码能

力，但其运算复杂度很高，不适用于高阶多项式估

计。综上所述，现有的 PN 序列估计算法仍然存在

估计多项式抽头数受限、估计高阶多项式时复杂度

较高、容错能力有限等问题。

针对上述问题，本文针对误码条件下的高阶多

项式估计问题进行研究，提出了一种基于可信度累

积的序列本原多项式估计算法。首先分析了 BM算

法的本质，其利用 m序列线性约束关系进行迭代，

算法内部均在 GF(2)上进行，估计效率高；但是，

其不能适应误码。为提高容错性能，本文算法利用

序列软信息进行估计。本文结合 Chase算法思想，

以 BM算法为基础算法，将序列软信息映射成序列

可信度，在 BM算法外部构造序列可信度集合和对

应的估计多项式可信度集合，通过可信度累积的方

式得到最大可信度估计多项式集合。为提高可信

度累积速度，利用 GF(2)上本原多项式约束准则，

剔除错误多项式，缩小多项式累积规模。算法不

受多项式抽头数制约，估计效率高，可以完成一

定误码条件下高阶多项式估计。仿真结果表明，

本算法性能不受制于多项式抽头个数，在误码率

为 18%的条件下仍能够较好地完成 17 阶 m 序列

多项式估计。

2  问题描述

2.1 多项式估计难点

m序列由多个移位寄存器移位相加产生，其生成r
原理如图 1所示。系数为 c = (c1 , c2 ,L, cl )的 l阶移位

寄存器生成多项式为 g(x) = c xl + c xl −1

l l−1 + ⋅⋅⋅ + c1x +1。
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g (x)为 GF(2)上本原多项式，与移存器初态共同决

定 PN 序列a。序列 a经过二元对称信道 BSC，以
错误转移概率 p得到含错序列 r ，数学模型如图 2

所示。序列多项式估计问题即根据 r 估计出生成多
r

项式 g (x)的系数 c。

图 1  伪随机序列产生原理

图 2  多项式估计模型

由 m序列产生原理可知，序列 ai，i = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅, n

满足关系：an = ∑
l

cian−i写成线性方程组的形式为
i =1

 a0 a1 L al −1 al   cl 
   a L 1 a2 al al +1 c  l −1 
 M M O M M  ⋅  M  = 0 (1)
   
 al al +1 L a2 l −1 a2 l   c1 
   
 M M O M M   1 

将序列 r 代入式（1），可得到接收序列与系数

之间的线性方程组表达式为

 r0 r1 L rl −1 rl   cl  d 0 
     r 1 r2 L rl rl +1 c  l −1 d  1 
 M M O M M  ⋅  M  =  M  (2)
     
 rl rl +1 L r2 l −1 r2 l   c1   d l 
     
 M M O M M   1   M 

其中，接收序列矩阵用 R表示，误码引起的误差向
ur

量表示为d 。

因此，多项式估计问题可描述为：已知含错序
r ur

列矩阵 R，求 GF(2)上最优向量 c，使得d 与 0之间

的欧式距离最小。
ur

显然，向量d 与 0 向量距离越远，多项式系数
ur

估计难度越大。由式(2)可知，d 与 2 个因素有关：

错误转移概率 p和多项式阶数 l。p越大，接收序列
ur

误码率越高，累积错误越多，d 越大；l越大，序列
ur ur

约束关系越强，d 随接收序列错误抖动程度越大，d

与 0 的距离也越远。因此，在高阶高误码条件下，

多项式估计难度较大。
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端解调器输出序列 r0 , r1 ,⋅ ⋅ ⋅, rn−1。软判决区间为

[e1 ,e 2 ]。给定单个接收序列 ri，设其初判值 r̂i ，可

信度为 p(ri )。运用一次试探判决序列估计多项式系
r r

数为 c，系数可信度为f (c)。

定义 1  序列初判值 r̂i。根据欧氏距离准则，

若 d (ri , 0) > d (ri ,1)，则 r̂i为 0，反之成立。判决表达

式如式(4)所示。

 e
1 r 2 − e
, ≥ 1

 i

r$ 2
i =  (4)

− e e
0, r 1

 i < 2

 2

定义 2  序列可信度函数 p(ri )。给定任意接收

序列 ri，当其在判决区间外时，表明其离 1 或者 0

的距离比较近，可信度较高；当在判决区间内时，

根据欧氏准则确定其可信度。表达式如式(5)所示。

1,ri ∉[e1 ,e 2 ]


p(ri ) =   r − e r −e  (5)
max 

i 1 ,1− i 1
 , ri ∈[e1,e 2 ] −e 2 e − e )  2(e2 1) ( 2 1 

r
定义 3  估计多项式可信度函数f (c)。设一次

试探判决序列为 r0
′ , r1

′ , ⋅ ⋅ ⋅, rn
′
−1，其对应可信度分别

为 p(r0
′), p(r1

′), ⋅ ⋅ ⋅, p(rn
′
−1 )，定义其多项式估计系数可

信度

r
∏
n−1

f (c) = p(ri
′) (6)

i=0

r
设 k 次试探得到系数可信度集合 {f (c 0 ),

r r r
f (c 2 ),L, f (c k −1 )}，对其中一种估计多项式系数 c，

其可信度累积表达式为

r r r
j (c) = ∑

k −1

f (c = ci ) (7)
i=0

算法步骤如下。

1) 接收序列分组。根据 2.2节分析，通过接收

序列游程粗估计序列多项式级数为N，通常 N值大
r

于实际多项式级数。将接收序列 r 按照连续 2N 长

度分组，每组间隔长度 l≤2N ，间隔越短分组越多，

估计越精确，运算量随之增大。设分成m组 2N 长r r r
度序列{r 0 , r1 ,L, rm −1}，分别对每组数据进行估计。

2) 对一组 2N 长度序列 r0 , r1 , ⋅ ⋅ ⋅, r2 N −1，设定判决ur
区间，确定序列可信度 p。设判决区间为[e1 ,e 2 ]，

根据式(4)、式(5)确定初判序列 r '0 , r '1 , ⋅ ⋅ ⋅, r '2 N −1，计

9 127

2.2 BM算法的问题

针对高阶误码情况下的多项式估计问题，目前

算法均从解方程或者相关运算的角度来提高抗误

码性能和估计多项式的阶数，但算法的计算复杂度

均较高，且估计高阶多项式时精度较差。本文拟利

用 BM 迭代算法[2]高效、运算速度快和存储空间小

的优点，进行高误码条件下的高阶多项式估计。但

是，BM 算法的容错性较差，该算法均在 GF(2)上
进行，依赖于迭代差值dn的正确性

d (n ) (n )

n = c0 an + c1 an−1 + ⋅ ⋅⋅ + c(n )

l a − 3)
n n l (

n

当每一步差值完全正确时，迭代至 lN 即可正确

估计多项式系数。若其中第n步差值dn发生错误，

则后续迭代多项式均错误。定理 1给出了接收序列
长度 N与 lN 的关系。

定理 1[2]  对于给定的N长二元序列 r ，假定产
生 r 的最短移位寄存器的级数为 lN ，则产生 r 的最短

移位寄存器唯一，其充分必要条件是 lN ≤ N / 2。

根据定理 1，估计一个N级多项式，仅需要2N

长度的序列。为保证迭代差值 d完全正确，需要

2N 长度的连续无错序列。即 BM 算法正确估计

一个 2N 级多项式，最少需要 2N 长度的连续无错

二元序列。

由以上分析可知，BM 算法的高效估计性能依

赖于连续 2N 长度个二元序列无错，这是其容错性

能较差的本质问题。为了提高其容错性能，本文利

用序列软信息构建估计系数的可信度，通过可信度

累积完成多项式估计。

3  基于可信度累积的多项式估计算法及算法
优化

序列可信度可描述为接收序列与发送序列的

欧式距离，可信度较低的序列发生错误的可能性较

大。Chase 算法[11,12]是基于可信度进行容错处理的

一种有效算法，其性能接近最大似然译码算法。算

法基本思想是对可信度低的序列段进行翻转处理，

遍历可信度低序列位置。根据不同试探序列集合可

分为 Chase1、Chase2、Chase3等 3种方案，最多可
以纠正 (d 1) 误 ]

m in − / 2个错 [11。下面应用一种改进型

Chase 算法，在 BM 算法外部建立序列可信度和多

项式可信度信息，通过可信度累积完成估计。

3.1 基于可信度累积的多项式估计算法

设发送二元序列a0 , a1 ,⋅ ⋅ ⋅, an −1，ai ∈ (0,1)，接收
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算对应的可信度 p(r0
′), p(r1

′), ⋅ ⋅ ⋅, p(r2
′
N −1 )。

3) 确定序列试探集合 R '及对应的可信度集合
P。对 r '0 , r '1 , ⋅ ⋅ ⋅, r '2 N −1中可信度小于 1 位置进行排

序，取其中可信度最小的前 d 个序列进行遍历翻
转，即 0 → 1，1 → 0，对应的可信度修改为1− p(ri ')。

试探序列集合和可信度集合大小为 k = 2d。

4) 遍历 k个长度为2N 的试探序列，进入 BM

算法迭代运算，得到 k组多项式估计系数，根据式

(6)计算对应的 k个系数可信度。

5) 计算m 组序列的多项式估计系数和对应可

信度，共mk 组多项式估计系数和mk 个系数可信

度。根据式(7)进行可信度累加，按可信度由大到小r r
排序得到累加可信度系数向量集合{c 0 ,c1 ,L}。

6) 估计多项式校验。取累加可信度集合中前 Lr r r
项多项式系数向量集合：C = {c0 , c1 ,L, cL −1}，分别

r
代入到原接收序列 r 中，按照多项式系数约束关

r
系进行逐比特校验，错误率最少的 ci即估计多项

式系数。

算法的本质是对进入BM算法的二元序列建立

对应的可信度，利用序列可信度得到 BM算法估计

多项式系数的可信度，从而在 BM算法外部建立可

信度的软信息。通过对可信度较低序列的遍历修

正，利用 BM算法高效估计的同时，提高其容错性

能。通过多项式可信度累积，最大可能地估计出准

确的多项式系数。
3.2 算法优化

算法完成可信度累积进行了mk 次 BM 迭代运

算，mk 分别由累积次数和试探集合大小决定。mk

越大，迭代出的多项式越多，进行分类累积规模越大。

由于算法基于可信度累积大小进行判断，理想情况是

可信度累积个数mk 较多，同时出现的多项式系数种

类较少，即多项式可信度累积较集中，这样估计多项

式正确率更高。因此，在mk 一定的条件下，需要缩

小多项式累积规模，提升累积速度。

当序列出现错误时，估计的多项式为错误的本

原多项式或非本原多项式。因此，可以利用 GF(2)

上不可约多项式和本原多项式系数特性[13~15]将非

本原多项式剔除。这里给出几项可约多项式判定方

法，快速将可约多项式去除。
l

引理 1[14]  设 g(x) = ∑ci x
i是 GF(2)上 l次多项

i =0

式，其中，ci ∈ (0,1)，c0 = cl = 1，若满足下述任意

条件，则该多项式为可约多项式。
l

①∑ci mod 2 = 0；
i =0

②∀ci， ci = 1时 i mod 2 = 0；

③令 Z0 = {i;ci = 1,i mod 3 = 0} ， Z1 = {i; ci = 1,

i mod 3 = 1}，Z 2 = {i;ci =1, i mod3 = 2}，Q0 = ∑ ci ，
i∈Z 0

Q1 = ∑ci ， Q2 = ∑ ci ， 则 有 Q0 mod 2 = 0 ，
i∈Z1 i∈Z 2

Q1 mod 2 = 1，Q1 = Q2；

④如果 g(x +1)可约，那么 g (x)也可约；

l 1
⑤如果 x g ( )可约，则 g (x)也可约。

x

利用准则①，即可将估计多项式规模减少一

半，准则②~⑤均可剔除一定数量错误多项式。
另外，本算法对区间[e1 ,e 2 ]以内可信度最低的

d个序列进行翻转修正，实际上是对错误可能性较
大的序列进行 0，1 遍历，[e1 ,e 2 ]外的 2N − d个序

列，则认为其完全正确。在实际中，2N − d个序列

可能出现个别错误。因此，可对2N − d个序列进行

C1
2 N −d次翻转，提高准确性。同时，可根据信道环

境，灵活选择修正序列长度，信道环境差时修正序

列长度增大，信道环境好时修正序列长度缩小，以

运算量来换取容错性能的提升。

综上所述，本算法流程如图 3所示。

4  算法仿真及性能分析

使用 Matlab 软件，以 m 序列为例，分析本算

法多项式估计性能。仿真环境如下，在 AWGN 条

件下，采用序列生成多项式。

多项式 1：

g1 (x) = 1+ x3 + x5 + x 7 + x8 (8)

多项式 2：

g2 (x) = 1+ x3 + x10 (9)

多项式 3：

g 2 3

3 (x) = 1+ x + x + x + x 4 + x6 + x7 + x9 + x1 0 (10)

多项式 4：

g4 (x) = 1+ x + x3 + x7 + x12 + x1 6 + x17 (11)

按照‘0’→‘1’，‘1’→‘- 1’映射，发送
序列取值 ai ∈{ −1,1}，接收序列 r(i) = a(i) + ni，其

中， ni表示加性高斯噪声。接收序列为截短序列。
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与试探集合大小、累积次数、多项式阶数的平方等 3

个参数呈线性递增关系。当m和 k不是足够大时，本

算法计算复杂度将明显小于Walsh变换法。
4.3  算法成功率

Walsh 变换法估计成功率与多项式抽头系数有

关，抽头系数越多，估计成功率越低。为考察本算

法性能，分别以多项式 2(2抽头)和多项式 2(8抽头)

为生成多项式，在不同误码率的条件下进行仿真。

图 4给出了本算法与Walsh算法不同抽头数条件下

容错性能对比曲线。接收序列长度为 200，试探集

合大小为 4，累积次数为 30，算法成功率为随机实

验 1000次得到的估计值。此时，Walsh算法计算复
杂 度 为 O(11× 211 ) ， 本 算 法 计 算 复 杂 度 为

O(30 × 4 ×102 )，本算法计算复杂度较Walsh算法降

低一半。从图 4 可以看出，生成多项式抽头数为 2

时，Walsh 算法和本算法容错性能相当，当生成多

项式抽头数为 8时，Walsh算法容错性能急剧降低，

而本算法容错性能基本不变。即在相同误码条件

下，抽头系数较小时，本算法与Walsh算法估计成

功率相当，抽头数较大时，本算法较Walsh算法估

计成功率有较大提高。

图 4  不同抽头数多项式算法容错性能对比

图 可信度累积估计算法流程
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4.1 实例计算

以多项式一为本原多项式，误码率为 0.2，产生

含错 m序列。该序列多项式阶数为 8，在观察接收序

列游程基础上，估计本原多项式阶数为 10。将接收序

列进行分组，每组长度为 20，取 200组这样的数据进
行估计。判决区间设为[0.2,0.8]，试探集合大小为 4，

用 BM算法进行估计，得到估计多项式结合和对应可

信度，按照相应准则剔除错误多项式。将 200组数据

全部估计完后，进行可信度累加，按可信度大小取前

10项多项式系数。如表 1所示，多项式系数 651对应

的累积可信度大大超过其他错误多项式。

表 1 估计多项式可信度

序号 估计多项式 g '(x) 累积可信度

1 651 6.868 4

2 515 1.469 0

3 435 1.316 9

4 711 1.185 9

5 433 1.105 2

6 551 1.077 5

7 675 0.985 3

8 777 0.938 7

9 543 0.937 9

10 643 0.925 1

(表中多项式用八进制表示)

4.2  计算复杂度

多项式估计常用Walsh转换法，其计算复杂度为

O((l +1) × 2( l +1) )，BM 算法的计算复杂度为O(l 2 )。

本算法运用基本的 BM算法，结合Chase改进型算法

实现可信度叠加，进行了多次 BM迭代运算。设一组

数据试探集合大小为 k，进行了m组数据估计，则计
算复杂度为O(m × k × l 2 )。因此，本算法计算复杂度



· · 通 信 学 报 第 卷

图 5  不同阶多项式算法容错性能对比

多项式估计算法性能与多项式阶数密切相关，

阶数越高，估计越困难。为考察本算法针对不同阶

多项式估计性能，分别以多项式1(8阶)、多项式4(17

阶)作为序列生成多项式进行仿真，图 4给出了本算

法和Walsh算法不同阶多项式条件下容错性能对比

曲线。算法成功率为随机实验 1 000次得到的估计

值。8阶条件下，接收列长度为 100，试探集合大小

为 4，累积次数为 20。此时，Walsh算法计算复杂

度为O(9 × 29 )，本算法计算复杂度为O(20 × 4× 82 )，

2个算法计算复杂度相当。17阶条件下，接收列长

度为 3 500，试探集合大小为 8，累积次数为 200。
Walsh算法计算复杂度为O(18× 218 )，本算法计算复

杂度为O(200 × 8×172 ) ，本算法计算复杂度约为

Walsh算法的 10%。从图 5中可以看出，在计算复

杂度小于Walsh算法情况下，由于抽头数原因，对

不同阶多项式，本算法容错性能较Walsh算法均有

提高。另外，本算法计算复杂度随多项式阶数的提

高而增大，而容错性能却随着多项式阶数的提高而

降低，8阶多项式能适应 20%的误码率，17阶多项

式能适应 12%的误码率，原因是多项式阶数越高，

估计时需要连续正确的序列个数越多，提升容错性

能所付出的计算量代价也越大。

本算法建立在可信度累积之上，可信度累积规

模与试探空间大小和累积次数相关。为分析这 2

个因素对容错性能影响，以多项式 4 为生成多项

式进行仿真。图 6 给出了不同试探空间大小条件

下算法容错性能对比曲线，算法成功率为随机实验

1000次得到的估计值。试探空间大小分别为 4、8和

16，累积次数为 200 次，对应计算法复杂度分别为
O(200 × 4×172 )、O(200×8×172 )和O(200×16×172 )。

图 7给出了不同累积次数条件下算法容错性能对比

曲线，算法成功率为随机实验 1 000次得到的估计值。

累积次数分别为 100、500、1 000，试探空间大小为
16，对应计算法复杂度分别为O(100 ×16×172 )、

O(500×16 ×172 )和O(1 000×16×172 )。从图 6、图

7 可以看出，试探空间越大，累积次数越多，计算

复杂度越高，算法容错性能越好。累积次数的提高

对算法成功率提高显著，原因是累积次数越多，正

确多项式可信度优势越明显，累积 1 000次时能适

应约 18%的误码率。

图 6  不同试探空间容错性能对比

图 7  不同累积次数容错性能对比

5  结束语

本文通过分析BM算法缺陷，利用序列软信息，

将 BM算法和 Chase 改进型算法有效结合，在 BM

算法外部建立序列可信度及其对应的估计多项式

可信度，通过多项式可信度累积实现估计。为加快

可信度累积速度，利用本原多项式判决准则减小多

项式累积规模。通过分析和仿真，本算法能够较好

解决误码条件下高阶多项式估计问题。相比实际中

常用的Walsh变换法，算法性能不受多项式抽头数

影响，估计效率较高且具有一定的容错能力，能够
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适应 18%误码率条件下 17 阶多项式估计。算法不

足之处是随着估计多项式阶数的增大，计算复杂度

增大较快且容错性能提高有限。
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